
Â ìîíîãðàôèè äâå ñóùåñòâåííûõ îøèáêè.

1. Òåîðåìà ßíîâà-Ìó÷íèêà

Òåîðåìà ßíîâà-Ìó÷íèêà (ñ. 45, Çàìå÷àíèå) âåðíà: ñóùåñòâóþò àëãåáðû áåç
áàçèñà è ñ áåñêîíå÷íûì áàçèñîì, ìíîæåñòâî ïîäàäãåáð â àëãåáðå ñ áåñêîíå÷íûì
áàçèñîì êîíòèíóàëüíî. Íî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîäåðæàëî íåáîëüøèå
îøèáêè è áûëî áû îòâåðãíóòî ëþáîé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé.

Â ìîíîãðàôèè óòâåðæäåíèå î ñ÷¼òíîñòè ïîäàëãåáð â àëãåáðå ñ áåñêîíå÷íûì
áàçèñîì (ñ. 8 ñòðîêà 2, ñ.44 âòîðàÿ òåîðåìà) îøèáî÷íî.

2. Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû

Èçëîæåíèå äèçúþíêòèâíûõ è êîíúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì (ÄÍÔ è
ÊÍÔ) ñîäåðæèò îøèáêè è íåòî÷íîñòè. Äàëåå äà¼òñÿ áîëåå òî÷íîå èçëîæåíèå
ÄÍÔ. Èçëîæåíèå ÊÍÔ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì äèçúþíêöèåé íàçûâàþòñÿ ñèìâîë ∨, ôîðìóëà
p1 ∨ p2 è ôóíêöèÿ x1 ∨ x2. Àíàëîãè÷íî íàçûâàþòñÿ êîíúþíêöèè. Èç òåêñòà
âñåãäà ÿñíî, ÷òî èìåííî èñïîëüçóåòñÿ. Â êîíúþíêöèÿõ p1 ∧ p2 ñîêðàùàåòñÿ äî
p1p2.

Ôîðìóëà p1∨ ...∨pn íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé. Êîíúþíêöèÿ p1p2 ïîëó÷àåòñÿ
èç ýëåìåíòàðíîé ôîðìóëû p0 çàìåíîé p0 = p1p2.

×èñëî ïåðåìåííûõ â ôîðìóëàõ è â ôóíêöèÿõ îáîçíà÷àåòñÿ n.

Îïðåäåëåíèå. Ëîãè÷åñêàÿ ôîðìà åñòü ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ
òîëüêî ñèìâîëû îòðèöàíèÿ, äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè. Ëèòåðàë åñòü ëîãè-
÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ áåç îòðèöàíèÿ èëè ñ îòðèöàíèåì. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà

åñòü ëîãè÷åñêàÿ ôîðìà, ñîäåðæàùàÿ îòðèöàíèÿ òîëüêî â ëèòåðàëàõ. Äèçú-
þíêò åñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà, íå ñîäåðæàùàÿ êîíúþíêöèé. Êîíúþíêò åñòü
íîðìàëüíàÿ ôîðìà, íå ñîäåðæàùàÿ äèçúþíêöèé. Ðàâíûå ëèòåðàëû è ëèòåðà-
ëû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíàêàìè, çàïðåùåíû â äèçúþíêòàõ è êîíúþíêòàõ.
ÄÍÔ åñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ÿâëÿþùàÿñÿ äèçúþíêöèåé êîíúþíêòîâ. Ðàâíûå
êîíúþíêòû çàïðåùåíû â ÄÍÔ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÄÍÔ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà ïîãëîùå-
íèÿ:

p0p1 ∨ p1 = p1 (1)

p0p1 ∨ p0p1 = p1 (2)

p0p1 ∨ p0p2 ∨ p1p2 = p0p1 ∨ p0p2 (3)

Òîæäåñòâà (1) è (2) î÷åâèäíû. Òîæåñòâî (3) ïðîâåðÿåòñÿ ÷èñëåííî. Åñëè
p1 = 0 èëè p2 = 0, òî ëåâàÿ ÷àñòü (3) ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè (3). Åñëè p1 = p2 = 1,
òî îáå ÷àñòè ðàâíû 1.

Â ýòèõ òîæäåñòâàõ ïåðåìåííûå pi ìîãóò áûòü çàìåíåíû ôîðìóëàìè. Åñëè
â íåêîòîðîé ôîðìóëå âñòðå÷àåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü èç (1), (2) èëè (3), òî ýòà ëåâàÿ
÷àñòü çàìåíÿåòñÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâû ýëåìåíòàð-
íûå ôîðìóëû:

p0p1 ∨ p1 ∨ p = p1 ∨ p

p0p1 ∨ p0p1 ∨ p = p1 ∨ p

p0p1 ∨ p0p2 ∨ p1p2 ∨ p = p0p1 ∨ p0p2 ∨ p
1
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ãäå p åñòü ïåðåìåííàÿ, çàìåíÿþùàÿ îñòàëüíóþ ÷àñòü ôîðìóë.
Òîæäåñòâà (1) è (2) óäàëÿþò â êîíúþíêòàõ ëèøíèå ïåðåìåííûå p0. Ïðè

ýòîì ïàðà êîíúþíêòîâ çàìåíÿåòñÿ îäíèì êîíúþíêòîì. Òîæäåñòâî (3) óäàëÿåò
êîíúþíêò p1p2.

Ëåììà. Òîëüêî òîæäåñòâà (1) è (2) óäàëÿþò ëèøíèå ïåðåìåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òîëüêî îäèí êîíúþíêò ñîäåðæèò ëèøíþþ ïåðåìåí-
íûþ p0. Ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà (òî÷íåå, ýëåìåíòàðíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà) ñ
òàêèì êîíúþíêòîì åñòü p0p1 ∨ p2, p12 6= 0. Íî p0p1 ∨ p2 = p1 ∨ p2 òîëüêî åñëè
p1 = p2, òàê êàê ïðè p0 = 0 èìååì p2 = p1 ∨ p2, ÷òî âîçìîæíî åñëè p1 = p2.

Ïóñòü äâà êîíúþíêòà ñîäåðæàò ëèøíèå ïåðåìåííûå p01 è p02. Òîãäà ýëåìåí-
òàðíàÿ ôîðìóëà åñòü p1 ∨ p2p01 ∨ p3p02. Òàê êàê ïåðåìåííûå p01 è p02 ëèøíèå
, òî

p1 ∨ p2p01 ∨ p3p02 = p1 ∨ p2 ∨ p3 (4)

Åñëè p01 = p02 = 0, òî èç (4) ïîëó÷èì p1 = p1 ∨ p2 ∨ p3, ò.å p2 ∨ p3 = p1. Åñëè
p01 = 1∧p02 = 0, òî p1∨p2 = p1∨p2∨p3, ò.å. p3 = p1∨p2. Åñëè p01 = 0∧p02 = 1,
òî p1 ∨ p3 = p1 ∨ p2 ∨ p3, ò.å. p2 = p1 ∨ p3. Íî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû

p2 ∨ p3 = p1 p3 = p1 ∨ p2 p2 = p1 ∨ p3

íåñîâìåñòèìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàíîâêà âòîðîé ôîðìóëû â òðåòüþ äà¼ò
p1 = p2. Ïîäñòàíîâêà p1 = p2 â ïåðâóþ ôîðìóëó äà¼ò p1 = p2 = p3. Òîãäà
ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìóëó ñ îäíèì êîíúþíêòîì p1. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà äîëæíà ñîäåðæàòü 3
êîíúþíêòà.

Ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà ñîäåðæèò íå 3, à 2 êîíúþíêòà: p2p01 ∨ p3p02.
Òîãäà

p2p01 ∨ p3p02 = p2 ∨ p3 (5)

Ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî, åñëè p02 = ¬p01. �

Ëåììà. Òîëüêî òîæäåñòâî (3) óäàëÿåò ëèøíèå êîíúþíêòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà ñîäåðæèò 2 ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêòà p1p2∨
p3p4 è âòîðîé êîíúþíêò ëèøíèé: p1p2 ∨ p3p4 = p1p2. Ïóñòü p3 = p4 = 1. Òî-
ãäà p1p2 = 1. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè p1p2 = p3p4. Íî òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü
ñîäåðæèò íå 2, à îäèí êîíúþíêò.

Ïóñòü ôîðìóëà ñîäåðæèò 3 ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêòà p1p2 ∨ p3p4 ∨ p5p6 è
òðåòèé êîíúþíêò ëèøíèé: p1p2 ∨ p3p4 ∨ p5p6 = p1p2 ∨ p3p4. Ïóñòü p5 = p6 = 1.
Òîãäà p1p2 ∨ p3p4 = 1. Ýòî âîçìîæíî, åñëè p1p2 = 1, p3p4 = 1, p1p2 = p1p5 è
p3p4 = p1p5, p1p2 = p1p6 è p3p4 = p1p6 èëè p1p2 = p1p5 è p3p4 = p1p6. Òîëüêî
ïîñëåäíèé âàðèàíò ñîõðàíÿåò ÷èñëî êîíúþíêòîâ â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà.

Ïóñòü ôîðìóëà ñîäåðæèò 4 ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêòà p1p2∨p3p4∨p5p6∨p7p8
è ÷åòâ¼ðòûé êîíúþíêò ëèøíèé: p1p2 ∨ p3p4 ∨ p5p6 ∨ p7p8 = p1p2 ∨ p3p4 ∨ p5p6.
Ïóñòü p7 = p8 = 1. Òîãäà p1p2 ∨ p3p4 ∨ p5p6 = 1. Ýòî âîçìîæíî, åñëè pipi+1 = 1,
pipi+1 = pip7 è pjpj+1 = pip7, pipi+1 = pip8 è pjpj+1 = pip8, èëè pipi+1 = pip7
è pjpj+1 = pip8, ãäå i ∈ {1, 3, 5} è j ∈ {1, 3, 5}. Òîëüêî ïîñëåäíèé âàðèàíò íå
ìåíÿåò ÷èñëî êîíúþíêòîâ:

p0p1 ∨ p0p2 ∨ p3 ∨ p1p2 = p0p1 ∨ p0p2 ∨ p3
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ãäå p0p1 âìåñòî p1p2, p0p2 âìåñòî p3p4 è p3 âìåñòî p5p6. ïåðåìåííàÿ p3 ìîæåò
áûòü çàìåí¼í íåñêîëüêèìè êîíúþíêòàìè, ò.å. ôîðìóëà ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáîå
÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêòîâ. �

Äàëåå ñòðîÿòñÿ ñîâåðøåííûå, ñîêðàùåííûå è òóïèêîâûå ÄÍÔ. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òàêæå ìèíèìàëüíûå è òóïèêîâûå ÄÍÔ.

Ñîâåðøåííûå ÄÍÔ. Îáùåïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ÄÍÔ â êà÷åñòâå ìíåìîíè-
÷åñêèõ èì¼í ôóíêöèé. Íàõîæäåíèå ÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîå-
íèÿ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ åñòü äèçúþíêöèÿ êîíúþíêòîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò n ëèòåðàëîâ ñ n ïåðåìåííûìè.

Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ äëÿ çàäàí-
íîé òàáëèöû:
◦ ñîçäàåòñÿ ìíîæåñòâî ñòðîê, ñîäåðæàùèõ 1 â ñòîëáöå-ôóíêöèè;
◦ ýòà 1 óäàëÿåòñÿ;
◦ â êàæäîé ñòðîêå i-ûé ñòîëáåö-ïåðåìåííàÿ ñ çíà÷åíèåì 1 çàìåíÿåòñÿ íà pi;
◦ â êàæäîé ñòðîêå i-ûé ñòîëáåö-ïåðåìåííàÿ ñ çíà÷åíèåì 0 çàìåíÿåòñÿ íà pi;
◦ ïîëó÷åííûå ñòðîêè, ñîåäèíåííûå ñâÿçêàìè ∨, îáðàçóþò ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ.

Ýòî ïðàâèëî íå ïðèìåíèìî äëÿ êîíñòàíò ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå.
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé êîíñòàíòû íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè. Íî îáùå-

ïðèíÿòî íàçûâàòü êîíñòàíòû íóëüìåñòíûìè ôóíêöèÿìè. Òàáëèöà êîíñòàíòû
ñîäåðæèò îäíó ñòðîêó ñ åäèíñòâåííûì ñòîëáöîì - ñòîëáöîì-ôóíêöèåé. Êîí-
ñòàíòà 0 íå ñîäåðæèò ñòîëáåö-ôóíêöèþ ñ çíà÷åíèåì 1, è ïîýòîìó ïðàâèëî ïî-
ñòðîåíèÿ ÄÍÔ íå ïðèìåíèìî ê íåé. Ýòî ïðàâèëî ïðèìåíèìî ê êîíñòàíòå 1, íî
ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòàÿ ÄÍÔ. Îáùåïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ÄÍÔ êîíñòàíòû
1 (ïóñòàÿ ÄÍÔ) åñòü 1. Ò.å. ïóñòàÿ ÄÍô èìååò çíà÷åíèå èñòèíà. Ïî àíàëîãèè
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ÄÍÔ êîíñòàíòû 0 (íåñóùåñòâóþùàÿ ÄÍÔ) åñòü 0. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, íåñóùåñòâóþùàÿ ÄÍÔ èìååò çíà÷åíèå ëîæü.

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ â ñòîëáöå-ôóíêöèè ðàâíû 1, òî ÄÍÔ, êàê ýòî ñëåäóåò èç
òîæäåñòâà 2, åñòü 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïîñòðîåííîé ÄÍÔ äâà ñîñåäíèõ êîíú-
þíêòà çàìåíÿþòñÿ îäíèì, íå ñîäåðæàùèì ïîñëåäíèå ëèòåðàëû. Äâà ñîñåäíèõ
èç ïîëó÷åííûõ êîíúþíêòîâ òîæå çàìåíÿþòñÿ îäíèì, íå ñîäåðæàùèì ïîñëåäíèå
ëèòåðàëû. Â èòîãå îñòà¼òñÿ ïóñòàÿ ÄÍÔ, ò.å. ÄÍÔ 1.

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ â ñòîëáöå-ôóíêöèè ðàâíû 0, òî (íåñóùåñòâóþùàÿ) ÄÍÔ
îáîçíà÷àåòñÿ 0.

Â ðåçóëüòàòå ëþáàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ.
Äèçúþíêò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÄÍÔ è ìîæåò áûòü 0 èëè 1. Àíàëî-

ãè÷íî, êîíúþíêò ìîæåò áûòü 0 èëè 1. Òàêèå êîíúþíêòû îòñóòñòâóþò â ñîâåð-
øåííûõ ÄÍÔ, êàê ýòî ñëåäóåò èç ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ÄÍÔ.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàâíûõ ñîâåðøåííûõ ÄÍÔ, òàê êàê ÄÍÔ ðàâíû,
åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé êîíúþíêòîâ è ëèòåðàëîâ â ýòèõ
êîíúþíêòàõ. Íî â êà÷åñòâå ìíåìîíè÷åñêîãî èìåíè ôóíêöèè äîëæíà èñïîëüçî-
âàòüñÿ òîëüêî îäíà èç ðàâíûõ ÄÍÔ. Ìû âûáèðàåì òó ÄÍÔ, ó êîòîðîé êîíú-
þíêòû è ïåðåìåííûå â ýòèõ êîíúþíêòàõ âñòðå÷àþòñÿ â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå
(â àëôàâèòå p1, p1, ..., pn, pn). Ýòà ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé. Êðîìå òîãî,
ìû çàìåíèì â ÄÍÔ ïåðåìåííûå pi íà xi, è ýòî ïîçâîëèò îòëè÷àòü ôîðìóëû,
ÿâëÿþùèåñÿ èìåíàìè ôóíêöèé, îò îñòàëüíûõ ôîðìóë. Â ðåçóëüòàòå èìÿ ôóíê-
öèè ñòàíîâèòñÿ äåéñòâèòåëüíî ìíåìîíè÷åñêèì.
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Ïîÿñíèì ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ íà ïðèìåðå ôóíêöèè ḟ3
189

(òàáëèöà 1).
Ôóíêöèÿ ḟ3

189 Òàáëèöà 1

x1, x2, x3 f3
189 x1, x2, x3 f3

189

0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1

Åñòåñòâåííàÿ ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ñòðîèòñÿ èç ñòðîê òàáëèöû ñî çíà÷åíèåì
ôóíêöèè 1 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îò ïîñëåäíèõ ñòðîê ê ïåðâûì. Çíà÷åíèÿ 1
â i-îì ñòîëáöå çàìåíÿþòñÿ íà pi, çíà÷åíèÿ 0 çàìåíÿþòñÿ íà pi. Â ðåçóëüòàòå
ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ åñòü

p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3

2.1. Ñîêðàù¼ííûå ÄÍÔ. Ñîâåðøåííûå ÄÍÔ ãðîìîçäêè. Ñîêðàùåííûå
ÄÍÔ áîëåå êîìïàêòíû. Ñîêðàùåííûå ÄÍÔ íå ñîäåðæàò ëèøíèõ (ôèêòèâíûõ)
ëèòåðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå. ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîêðàù¼ííîé, åñëè îíà ïîëó÷åíà èç ñîâåð-
øåííîé ÄÍÔ óäàëåíèåì ëèøíèõ ëèòåðàëîâ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ (1) è (2).

Åñòåñòâåííàÿ ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ îäíà, íî åñòåñòâåííûõ ñîêðàù¼ííûõ ÄÍÔ
íåñêîëüêî. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò 2 ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ñîêðàù¼ííûõ ÄÍÔ.
Ýòè ïðàâèëà äàþò ðàçíûå ðåçóëüòàòû. Ïåðâîå ïðàâèëî äà¼ò åäèíñòâåííûé ðå-
çóëüòàò, âòîðîå ïðàâèëî ìîæåò äàòü íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ.
• Ïåðâîå ïðàâèëî - èñïîëüçîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà òîæäåñòâ (2).

Ïîñòðîåíèå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè:
1. Ñòðîÿòñÿ âñå òîæäåñòâà (2), ïðèñóòñòâóþùèå â ÄÍÔ.
2. Âñå êîíúþíêòû, ïðèñóòñòâóþùèå â ëåâûõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâ, óäàëÿþòñÿ èç
ÄÍÔ.
3. Âñå êîíúþíêòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâ äîáàâëÿþòñÿ â ïîëó÷åííóþ ÄÍÔ.
4. Ñòðîÿòñÿ âñå òîæäåñòâà (1) è (2), ïðèñóòñòâóþùèå â ïîëó÷åííîé ÄÍÔ.
5. Âñå êîíúþíêòû, ïðèñóòñòâóþùèå â ëåâûõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâ, óäàëÿþòñÿ èç
ïîëó÷åííîé ÄÍÔ.
6. Âñå êîíúþíêòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâ äîáàâëÿþòñÿ â ïîëó÷åííóþ ÄÍÔ.
7. Øàãè 1�6 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòèõ øàãîâ
ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ÄÍÔ.
8. Êîíåö. Ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ñîêðàù¼ííîé.

Ïîñòðîèì ñîêðàù¼ííóþ ÄÍÔ èç ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, ïîëó÷åííîé â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå.

Â ñîâåðøåííîé ÄÍÔ åñòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà (2):

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p1p3

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p2p3

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p1p2

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p1p2

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p2p3

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p1p3
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Âñå êîíúþíêòû ñîâåðøåííîé ÄÍÔ óäàëÿþòñÿ, è êîíúþíêòû p1p3, p2p3, p1p2,
p1p2, p2p3, p1p3 äîáàâëÿþòñÿ. Ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñîêðà-
ù¼ííîé:

p1p2 ∨ p1p3 ∨ p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3 ∨ p2p3

Ëèøíèìè â ñîâåðøåííîé ÄÍÔ îêàçàëèñü ïåðåìåííûå, ïî îäíîé â êàæäîì
å¼ êîíúþíêòå.

Âòîðîé ïðèìåð èñïîëüçóåò ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ

p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3

Ýòà ÄÍÔ èìååò ñëåäóþùèå òîæäåñòâà (2):

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p1p2

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p1p3

p1p2p3 ∨ p1p2p3 = p2p3

Âñå êîíúþíêòû ñîâåðøåííîé ÄÍÔ óäàëÿþòñÿ, è êîíúþíêòû p1p2, p1p3, p2p3
äîáàâëÿþòñÿ:

p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3

Ýòà ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ñîêðàù¼ííîé.

Çàìå÷àíèå. Ñ. Â. ßáëîíñêèé íàçâàë ýòî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ñîêðàù¼ííûõ
ÄÍÔ óïðîùåíèåì èìïëèêàíòîâ. Îí íàçâàë êîíúþíêòû èìïëèêàíòàìè è óäà-
ëåíèå ëèøíèõ ëèòåðàëîâ óïðîùåíèåì èìïëèêàíòîâ. Îí îòðèöàë äðóãèå ïðà-
âèëà ïîñòðîåíèÿ ñîêðàù¼ííûõ ÄÍÔ.

• Âòîðîîå ïðàâèëî - èñïîëüçîâàíèå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà òîæäåñòâ (2).
Ïîñòðîåíèå ñîêðàù¼ííîé ÄÍÔ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè:
1. Óäàëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà êîíúþíêòîâ, ïðèñóòñòâóþùàÿ â ëåâîé ÷àñòè
òîæäåñòâà (2).
2. Äîáàâëÿåòñÿ êîíúþíêò, ïðèñóòñòâóþùèé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà.
3. Øàãè 1 è 2 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òîæäåñòâî (2) ïðèìåíèìî.
4. Óäàëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà êîíúþíêòîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â ëåâîé ÷àñòè
òîæäåñòâ (1).
5. Äîáàâëÿåòñÿ êîíúþíêò, ïðèñóòñòâóþùèé â ïðàâîé ÷àñòè ýòèõ òîæäåñòâ.
6. Øàãè 4 è 5 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òîæäåñòâî (1) ïðèìåíèìî.
7. Øàãè 1�6 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òîæäåñòâà (1), è (2) ïðèìåíèìû.
8. Êîíåö. Ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ñîêðàù¼ííîé.

Â çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáîðà ïàð êîíúþíêòîâ ïî ýòîìó ïðà-
âèëó, ïîëó÷åííûå ñîêðàù¼ííûå ÄÍÔ ìîãóò áûòü ðàçíûìè.

Ïðèìåíèì ýòî ïðàâèëî ê ïåðâîìó ïðèìåðó ñ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ

p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3

Âûáðàâ ïåðâóþ ïàðó êîíúþíêòîâ, çàòåì òðåòüþ è ïîñëåäíþþ, è ïîòîì ÷åò-
â¼ðòóþ è ïÿòóþ, ïîëó÷èì åñòåñòâåííóþ ñîêðàù¼ííóþ ÄÍÔ

p1p3 ∨ p1p2 ∨ p2p3

Ýòà ñîêðàù¼ííàÿ ÄÍÔ èçëèøíÿÿ, òàê êàê îíà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé
ñîêðàù¼ííîé ÄÍÔ ïîñëå óäàëåíèÿ â íåé ëèøíèõ êîíúþíêòîâ.
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Âòîðîé ïðèìåð ïîðîæäàåò 3 ñîêðàù¼ííûõ ÄÍÔ ïðè èçìåíåíèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âûáîðà ïàð êîíúþíêòîâ:

p1p2 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 (âûáîð ïåðâîãî è âòîðîãî êîíúþíêòîâ)

p1p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 (âûáîð ïåðâîãî è òðåòüåãî êîíúþíêòîâ)

p2p3 ∨ p1p2p3 ∨ p1p2p3 (âûáîð ïåðâîãî è ÷åòâ¼ðòîãî êîíúþíêòîâ)

Âòîðîé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò íåîáõîäèìîñòü îáîèõ ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ ñî-
êðàù¼ííîé ÄÍÔ.

2.2. Òóïèêîâûå ÄÍÔ. Òóïèêîâûå ÄÍÔ îñóùåñòâëÿþò îêîí÷àòåëüíîå ñî-
êðàùåíèå ÄÍÔ, òàê êàê îíè íå ñîäåðæàò ëèøíèõ êîíúþíêòîâ.

Îïðåäåëåíèå. ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ òóïèêîâîé, åñëè îíà ïîëó÷åíà èç ñîêðàù¼í-
íîé ÄÍÔ óäàëåíèåì ëèøíèõ êîíúþíêòîâ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (3).

Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ òóïèêîâîé ÄÍÔ äëÿ çàäàííîé
ñîêðàù¼ííîé ÄÍÔ.
1. Âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîé êîíúþíêò.
2. Âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîé ëèòåðàë êîíúþíêòà.
3. Âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèé êîíúþíêò, ñîäåðæàùèé ëèòåðàë, îòðèöàòåëüíûé ê
ëèòåðàëó ïåðâîãî âûáðàííîãî êîíúþíêòà.
4. Èç îáîèõ âûáðàííûõ êîíúþíêòîâ èçâëåêàþòñÿ âñå ëèòåðàëû, êðîìå âûøå
âûáðàííîãî ëèòåðàëà è åãî îòðèöàíèÿ.
5. Åñëè èçâëå÷¼ííûå ëèòåðàëû îáðàçóþò êîíúþíêò è åñëè ýòîò êîíúþíêò ñó-
ùåñòâóåò â ÄÍÔ, òî ýòîò êîíúþíêò óäàëÿåòñÿ èç ÄÍÔ.
6. Øàãè 1�5 ïîâòîðÿþòñÿ äî èñ÷åðïàíèÿ âñåõ êîíúþíêòîâ ÄÍÔ.
7. Êîíåö. Ïîñòðîåííàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé.

Åñëè ïîìåíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíúþíêòîâ â ñîêðàù¼ííîé ÄÍÔ, òî
ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ òóïèêîâóþ ÄÍÔ. Ýòî îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ
òóïèêîâûõ ÄÍÔ, òàê êàê ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê êîíúþíêòîâ î÷åíü âåëèêî.

Ñëåäóþùåå ïðàâèëî òîæå ñòðîèò âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ, íî áåç ïåðåñòàíîâêè
êîíúþíêòîâ.
1. Âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîé êîíúþíêò â åñòåñòâåííîé ñîêðàù¼ííîé ÄÍÔ.
2. Èùóòñÿ ïàðû êîíúþíêòîâ, ïîãëîùàþùèõ âûáðàííûé êîíúþíêò. Ïîèñê îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îäíèì ïðîñìîòðîì ÄÍÔ. Ïðè ïðîñìîòðå îòáèðàþòñÿ êîíúþíêòû,
ñîäåðæàùèå ÷àñòü ëèòåðàëîâ âûáðàííîãî êîíúþíêòà è ñîäåðæàùèå îñòàëüíûå
ëèòåðàëû, íå èìåþùèå ïåðåìåííûå èç âûáðàííîãî êîíúíêòà. Â îòîáðàííûõ
êîíúþíêòàõ èùóòñÿ ïàðû, ó êîòîðûõ ýòè ÷àñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàò
âñå ëèòåðàëû âûáðàííîãî êîíúþíêòà.
3. Åñëè òàêèå ïàðû íàéäåíû, òî ñîñòàâëÿþòñÿ òðîéêè, ñîäåðæàùèå ïîðÿäêîâûå
íîìåðà âûáðàííîãî êîíúþíêòà è ýòîé ïàðû â ÄÍÔ.
4. Øàãè 1�3 ïîâòîðÿþòñÿ äî èñ÷åðïàíèÿ êîíúþíêòîâ â ÄÍÔ
5. Âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíàÿ ïîñòðîåííàÿ òðîéêà.
6. Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò âûáðàííóþ òðîéêó è ñîäåðæèò ïî-
ñëåäóþùèå òðîéêè, òàêèå ÷òî âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà èìåþò ïåðâûå
êîìïîíåíòû, îòñóòñâóþùèå â îñòàëüíûõ êîìïîíåíòàõ âñåõ òðîåê ìíîæåñòâà.
7. Ïóñòü ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî òðîåê íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïîñòðîåí-
íûõ ðàíåå ìíîæåñòâ. Òîãäà èç åñòåñòâåííîé ÄÍÔ óäàëÿþòñÿ êîíúþíêòû, íî-
ìåðà êîòîðûõ åñòü ïåðâûå êîìïîíåíòû òðîåê ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîñòðîåííàÿ
ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé.
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8. Øàãè 5�7 ïîâòîðÿþòñÿ äî èñ÷åðïàíèÿ âñåõ òðîåê.
9. Êîíåö. Ïîñòðîåíû âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ.

Èçìåíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíúþíêòîâ â åñòåñòâåííîé ñîêðàù¼ííîé
ÄÍÔ íå ïîðîæäàåò íîâûå òóïèêîâûå ÄÍÔ.

Ïîñòðîèì òóïèêîâûå ÄÍÔ äëÿ ïåðâîãî èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ. Ýòîò ïðè-
ìåð ñîäåðæèò ñîêðàù¼ííóþ ÄÍÔ

p1p2 ∨ p1p3 ∨ p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3 ∨ p2p3 (4)

Ïåðâûé êîíúþíêò ïîãëîùàåòñÿ âòîðûì è øåñòûì êîíúþíêòàìè. Âòîðîé
êîíúþíêò ïîãëîùàåòñÿ ïåðâûì è ïÿòûì êîíúþíêòàìè. Òðåòèé êîíúþíêò ïî-
ãëîùàåòñÿ ÷åòâ¼ðòûì è ïÿòûì êîíúþíêòàìè. ×åòâ¼ðòûé êîíúþíêò ïîðîæäà-
åòñÿ òðåòüèì è øåñòûì êîíúþíêòàìè. Ïÿòûé êîíúþíêò ïîðîæäàåòñÿ âòîðûì
è òðåòüèì êîíúþíêòàìè. Øåñòîé êîíúþíêò ïîðîæäàåòñÿ ïåðâûì è ÷åòâ¼ðòûì
êîíúþíêòàìè.

Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ 6 òðîåê

(1, 2, 6), (2, 1, 5) (3, 4, 5), (4, 3, 6), (5, 2, 3), (6, 1, 4)

à òàêæå 8 ìíîæåñòâ òðîåê è òóïèêîâûõ ÄÍÔ:

{(1, 2, 6), (3, 4, 5)} → p1p3 ∨ p1p3 ∨ p2p3 ∨ p2p3

{(1, 2, 6), (4, 3, 6), (5, 2, 3)} → p1p3 ∨ p1p2 ∨ p2p3

{(1, 2, 6), (6, 1, 4)} → p1p3 ∨ p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3

{(2, 1, 5), (3, 4, 5), (6, 1, 4)} → p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3

{(2, 1, 5), (4, 3, 6)} → p1p2 ∨ p1p2 ∨ p2p3 ∨ p2p3

{(2, 1, 5), (4, 3, 6)} → p1p2 ∨ p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3

{3, 4, 5), (6, 1, 4)} → p1p2 ∨ p1p3 ∨ p1p3 ∨ p2p3

{(5, 2, 3), (6, 1, 4)} → p1p2 ∨ p1p3 ∨ p1p2 ∨ p1p3

Âî âòîðîì èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ âñå ñîêðàù¼ííûå ÄÍÔ ÿâëÿþòñÿ òóïèêî-
âûìè.

2.3. Ìèíèìàëüíûå è êðàò÷àéøèå ÄÍÔ. ×èñëî òóïèêîâûõ ÄÍÔ î÷åíü
âåëèêî ïðè áîëüøèõ n. Ïî îäíîé èç îöåíîê, ýòî ÷èñëî ðàâíî 22n. Ïðè n =
15÷èñëî òóïèêîâûõ ÄÍÔ ðàâíî ìèëëèàðäó.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ìèíèìàëüíûå è êðàò-
÷àéøèå èç òóïèêîâûõ ÄÍÔ. Èõ ÷èñëî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.

Îïðåäåëåíèå. Òóïèêîâàÿ ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà èìååò ìè-
íèìàëüíóþ ñëîæíîñòü (ñëîæíîñòü èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîì ëèòåðàëîâ è îòðèöàíèé
â ëèòåðàëàõ). Òóïèêîâàÿ ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé, åñëè îíà ñîäåðæèò ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî êîíúþíêòîâ.

Êðàò÷àéøèå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ îäíî â äðóãîì èëè
ïåðåñåêàòüñÿ, íî ÷àùå âñåãî îíè ðàâíû.

Èç âîñüìè òóïèêîâûõ ÄÍÔ, ïîñòðîåííûõ â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå äëÿ
ïåðâîãî ïðèìåðà, òîëüêî äâå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè:

p1p3 ∨ p1p2 ∨ p2p3

p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3

Îáå ýòè ÄÍÔ ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýëåêòðîííîé ñõåìû ðåàëèçàöèè ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ òîëü-
êî îäíà èç ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ, íàïðèìåð ñ ìåíüøèì ëåêñèãðàôè÷åñêèì ïî-
ðÿäêîì. Ýòî âòîðàÿ èç ýòèõ ÄÍÔ, òàê êàê p1p2 èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê ïî
ñðàâíåíèþ ñ p1p3.

Äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà òîëüêî îäíà èç ÷åòûð¼õ òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé:

p1p2 ∨ p1p3 ∨ p2p3

Ýòà ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé òîæå.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ íå íàäî ñòðîèòü âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ è

ïîòîì èçëåêàòü ìàêñèìàëüíûå. Íî ïåðâûå 5 øàãîâ ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ òóïè-
êîâûõ ÄÍÔ âûïîëíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Óïðîùàåòñÿ øàã 6 ïîñòðîåíèÿ ìíî-
æåñòâ òðîåê. Ýòî ïîñòðîåíèå ïðåêðàùàåòñÿ òîãäà, êîãäà ñëîæíîñòü ìíîæåñòâà
ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ìèíèìàëüíîé äëÿ äàííîãî øàãà. Íî ïîñëåäíèé, ñåäüìîé,
øàã ïðàêòè÷åñêè ïóñòîé. Íà ýòîì øàãå ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî òðîåê ïðîâå-
ðÿåòñÿ íå áûòü ïîäìíîæåñòâîì îäíîãî èç ïîñòðîåííûõ ðàíåå ìíîæåñòâ òðîåê.
×èñëî ýòèõ ìíîæåñòâ î÷åíü âåëèêî, òàê êàê êàæäîå ìíîæåñòâî òðîåê ïîðîæ-
äàåò îäíó òóïèêîâóþ ÄÍÔ. Ïîýòîìó ïðîâåðêà íå áûòü ïîäìíîæåñòâîì òðåáó-
åò ïðîñìîòðà â ñðåäíåì ïîëîâèíû ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ òðîåê. Åñëè îãðà-
íè÷èòüñÿ ìèíèàëüíûìè ÄÍÔ, òî ýòîò ïðîñìîòð ïî÷òè îòñóòñòâóåò, òàê êàê
÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ òðîåê î÷åíü ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì âñåõ
ìíîæåñòâ òðîåê ïðè áîëüøèõ n.


